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1. Introducéo

Esse projeto de iniciacéo cientifica faz parte de uma pesguisa maior denominada“ A andlise do processo de reconhecimento na
Histéria da Matematica’, sob responsabilidade da Profa. Dra. Adriana César de Mattos (UNESP - Rio Claro), que tem como objetivo
responder sobre aemergéncia de Arthur Cayley na Histéria da M atemética fixando dois aspectos: as estruturas de reconhecimento e 0
epistemol égico.

A Teoriados Invariantes foi desenvolvida por Arthur Cayley e Joseph Sylvester principalmente entre 1840 e 1850 na Inglaterra
(Crilly, 1986).

Segundo Cirilly (1986) e Parshall (2006, 1996), o artigo de George Boole, publicado em 1841, intitulado “Exposition of a General
Theory of Linear Transformations”, foi amotivacdo para Cayley e Sylvester.

" ... had an even greater motivation to concentrate anew of these topics, given that Cayley — taking his mathematical lead
from George Boole — had done and was doing related work in the so-called theory of forms, and given that Sylvester’s earlier work
had clear and direct applications to that involving theory" (PARSHALL, 1998,p.23).

George Boole (1815-1864) influenciou o jovem Cayley. Este publicou dois artigos sobre o tema, um em 1845 e o outro em
1846 “ ...which have been regarded by generations of mathematicians as laying the foundations of the subject” (Crilly, 1986, p. 242).

De acordo com Crilly (1986), em 1850 Cayley trabalhou nas “...series of memoir on quantics’ (p.242). Ele se voltou para o
desenvolvimento dos invariantes das equacfes diferenciais parciais. Uma das razbes foi “...to calculate linearly independent and
irreducible invariants and display them in tabular form” (Crilly, 1986, p.242).

De acordo com Parshall (2006), James Joseph Sylvester e Arthur Cayley, especialmente durante o periodo de 1850 a 1856,
construiram a base da“British theory of invariants’. Defato, eles”...put the Britain on the international map algebraically” (p.186) (...)
“... the area of algebraic research that dominated the British mathematical scene was invariant theory” (p.188).

Se Sylvester e Cayley foram inspirados por Boole (1841), entdo cabe estudar o artigo que Boole (1841) escreveu para se ter
clareza do inicio de uma das teorias mais importantes do cenério europeu do século X1X.



2. Objetivos

Este projeto tem como objetivo o estudo da PARTE TEORICA do artigo de George Boole (1841) “Exposition of general
Theory of Linear Transformations’, Parte .

3. Desenvolvimento

A pesquisa, de natureza bibliografica, desenvolveu-se a partir da andlise do artigo de George Boole “Exposition of a General
Theory of Linear Transformations’ — Parte |1, publicado em 1841, e de textos auxiliares, tais como os artigos de Crilly (1986),
Parshall (2006,1998) e Elliott (1895) bem como do livro “Geometria Analitica: um tratamento vetorial” (BOULOS e CAMARGO,
2004). Paraisso, reunifes semanais foram realizadas, além de estudos individuais.

4. Resultado e Discussao

George Boole estendeu suas investigacfes em relagcdo a Parte | de seu artigo “Exposition of a general Theory of Linear
Transformations’ (1841) e chamou essa extensdo de Parte 1.

Representaremos 0 sistema binario de equagbes, , sob as formas (ver ANEXO 1,) sendo &, b;, A;, B, constantes
independentes, suscetiveis, cada uma, a valores diferentes para cada termo sucessivo da fungdo a que pertence, k é uma constante
numérica determinada pelaformula (ver ANEXO Ig), e?, ?, ..., ?inteiros positivos indeterminados (incluindo 0), sujeitos a condicdo
de homogeneidade,

2+?2+ .. +pu=n.

Asrelacles entre as constantes de (1) e (2) provenientes das condic¢des de dependénciade 2Q + hg) = 0, AR + hr) = 0, podem
ser expressas sob aforma simbélica (ver ANEXO | ), com osvaloresde ? variando de 1 a ?, grau de 2Q).

Os resultados acima podem generalizados. Suponha que temos ? + 1 equagdes, expressas nas formas gerais (ver ANEXO 1p),
entdo sfo as equagdes

AQ+ N0y + hylp + ... + hotp) =0, AR+ hyry + ol + ..+ hory) =0 ®)

idénticasreferente ahy, h,, ..., h,; e se colocarmos (ver ANEXO 1), entéo estéo todas as rel agbes entre as constantes de (4) incluidas
no teorema (ver ANEXO 1), a b, ..., r, sendo inteiros positivos indeterminados, incluindo O, sujeitos apenas a condi¢do de que sua
soma néo exceda ?. No lugar de (6), generaizando, podemos afirmar (ver ANEXO | ), F denotando qualquer combinacéo racional e
interpretavel dos simbolos para os quais € fixada.

Tomemos o sistema tern&rio de equacdes (ver ANEXO 1,); a primeira das quais, g=r, colocamos no lugar de Q=R, de (4),
entdo (ver ANEXO 11,)

Como sdo de terceiro grau, € evidente que todas as formas deduzidas de (6) serdo incluidas nas seguintes nove equagdes (ver
ANEXO 11g).

Das equagdes acima, a quinta, (9), sera desenvolvida envolvendo em seus numeradores os coeficientes de todas as equagdes do
sistema original. Por isso, distingue-se das oito restantes, que seréo obtidas aplicando-se 0 Teorema para Sistema Binarios para
separar pares de equacBes que podem ser selecionadas de (8). O desenvolvimento de (9) fornece (ver ANEXO Il ¢), onde ?, aplicado
a todos os termos particularmente, denota a soma de todas as combinacfes semelhantes, que sdo de primeiro grau com relacdo aos
coeficientes de cada equagdo primitiva; assim (ver ANEXO 11p),as outras oito equagdes podem ser deduzidas da Parte | (equacdo
56).

Quando o sistema (4) € linear, o teorema (6) deixa de ser interpretavel, e é substituido pelo que se segue. Sgjam em termos de
outro conjunto de variaveis (ver ANEXO |l), e sgja E aguela funcéo de constantes obtida através da eliminagéo das variavels do
segundo membro das equacfes acima, expressas em suas formas mais gerais e igualadas a 0. Sejam E; uma fungdo similar de



constantes relativas ao primeiro membro de qualquer m equacgBes do sistema original (4), e E, umafuncdo de constantes do segundo
membro da mesma equacdo, entéo

EE, = E, (11)

de modo que todas as relagdes podem ser encontradas.
Até agora a suposi¢cao era de que as equactes do sistema proposto todas possuem mesmo grau. Quando ndo for o caso, deve-se
recorrer aum dos métodos:

1) Podemos aumentar o grau, elevando a poténcia de cada equacdo primitiva com o grau indicado pelo minimo multiplo comum dos
indices de seus graus, e entéo aplicar os teoremas das segdes anteriores.

2) O segundo método depende da aplicacdo do principio que sera demonstrado, um principio de aplicacfes que ndo estéo restritas a
fungBes homogénesas.

Seja U, umafuncdo de Xy, X5, ..., Xy, linearmente transformada em V, umafuncéo dey,, Y,, ..., Y, €m virtude das relagoes (10).
Diferenciando, temos (ver ANEXO I11,).

Umavez que Xy, Xy, ..., Xy, S90 independentes, dx, dx,, ..., dx,, sdo também independentes. As Unicas relagdes em que os dxis
entram sdo as de (12), uma vez que sdo linearmente relacionadas com dy;,, dy,, ..., dy,,, da mesma forma que Xy, Xy, ..., Xy, S80
relacionadas com y;, Vs, ..., Y E evidente, portanto, que os segundos membros de (13), (14), (15), podem ser considerados como
formados a partir de seus respectivos primeiros membros, pela substituicdo dos valores de dx,, dx,, ..., dx,, dados em (12). Além
disso, os coeficientes dU/dx;, dU/dx,, etc. embora varidveis, sendo fungdes de x;, X,, ..., X, S80, NO entanto, constantes em relagdo a
dx,, dxy, ..., dx,. Por isso, é claro que (13), (14), (15), respeitam a homogeneidade com relagdo as diferenciais, estabelecendo entre
seus coeficientes as mesmas relactes, e estdo sujeitas as mesmas leis gerais, como se esses coeficientes fossem absolutamente
constantes.

Pela aplicagéo deste principio, pode ser mostrado que a discussdo de um sistema mulltiplo de equagdes pode ser reduzido ao de
um outro sistema, cujo indice comum deve ser igual a maior medida comum dos indices das equacdes originais, ou para qual quer
multiplo daquela quantidade.

Dado o sistema bin&rio,

ax+hby=ax +by (16),
g=r a7)

0 Ultimo sendo egquagdo homogénea e de grau n.

Por diferenciagdo (ver ANEXO 1113), essas relagdes, sendo lineares em relagdo a dx, dy, dx’, dy’, temos por (11) (ver
ANEXO I11), que pode ser escritanaforma (ver ANEXO 111), edaria, se aplicarmos a diferenciacdo, uma equacéo homogénea de
grau (n-1). Representaremos por g = r’. Aplicando hovamente o teorema (11), obtemos (ver ANEXO Il11;), e assim, finamente,
depois de ? repeticdes do processo (ver ANEXO 111). Faltadeterminar E. Pela equacdo 87 daParte 1 (ver ANEXO I11), quando m
= 2, éfé&cil ver que ? = 2(n —1). E umavez que as relagdes entre as variavels sdo as mesmas entre os diferencias, € evidente que o
valor de E, determinado a partir de (20), pode ser aplicado no presente caso. Substituindo esses valores em (19), obtemos (ver
ANEXO Ill). Dando a?os vaores 1, 2, 3, ..., n, obteremos uma série de equacdes homogéneas, das quais as n primeiras mais a
equacdo (16) determinam um sistema linear e a Ultima fornece uma relac@o entre as constantes. As relacdes restantes podem ser
deduzidas de varias formas, da equacdo restante do sistema acima.

Ao término do seu artigo Bool e cita que as transformagdes lineares foram até ent&o aplicadas com afinalidade de retirar de uma
funcdo homogénea os termos que envolvem os produtos mistos das varidveis envolvidas. E nessa linha de raciocinio uma aplicagdo
dessaideiafoi encontrada durante esta pesquisa na geometria analitica. Através datranslagéo do plano cartesiano podemos retirar de
uma funcdo homogénea os seus termos lineares. Por meio da rotagdo, segundo um angulo ?, do mesmo plano, podemos remover 0s
termos que envolvem os produtos mistos da nova funcgdo, obtendo uma expressdo que contenha apenas 0s termos quadréticos das
variaveis e o termo independente.

5. Consider agBes Finais

Tendo feito o estudo da Parte |l do artigo de George Boole “Exposition of a General Theory of Linear Transformations”,
publicado em 1841, concluimos que este foi o inicio da Teoria dos Invariantes que emergiu nalnglaterrano século XIX. Verificamos
ainda uma aplicacdo desta teoria na geométrica analitica.
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